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Resumen

Es frecuente encontrar una tendencia marcada en los estudiantes
que presentan dificultades en los ECAES, a pesar de haberse
preparado para ellos. Una de las razones detectadas radica en
la falta de entendimiento y planteamiento de soluciones de los
diferentes ejercicios propuestos en dichas pruebas; posiblemente
uno de los inconvenientes mayores es que no se efectua una
lectura y reflexion apropiada que les permita procesar la infor-
macion y posteriormente plantear y desarrollar el problema para
la busqueda de la solucion.

En este articulo se pretende motivar a educadores y estudiantes
para que incursionen en la ciencia llamada Heuristica, que anti-
guamente tenia por objeto el estudio de las reglas y los métodos
del descubrimiento y la invencion y a cuyo desarrollo contribuyeron
importantes personajes de ciencia tales como Newton, Leibniz,
René Descartes y Bolzano entre otros. En la era moderna, la
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Heuristica comprende el método que conduce a la solucion de
problemas, en particular las operaciones mentales, utiles en este
proceso; actualmente con la divulgacion de las innumerables
herramientas informaticas se hace necesario incorporar el compo-
nente tecnologico que complemente el desarrollo y la busqueda de
soluciones a los problemas matematicos y de ésta forma mejorar
el pensamiento l6gico matematico.

Palabras clave: Heuristica, planteamiento y solucion de proble-
mas, herramientas informaticas, pensamiento I6gico matematico,
Matlab.

Abstract

It is frequent to find a trend marked in the students who present
difficulties in the ECAES, in spite of having been prepared for them.
One of detected reasons takes root in the lack of understanding
and exposition of solutions of the different exercises proposed in
the above mentioned tests; possibly one of the major disadvanta-
ges is that there is not effected a reading and appropriate reflection
that allows them to process the information and later to consider
and to develop the problem for the search of the solution.

In this one article tries to be motivated to educators and students
in order that they penetrate into the so called Heuristic science,
which former took as an object the study of the rules and the
methods of the discovery and the invention and to whose deve-
lopment such important prominent figures of science contributed
as Newton, Leibniz, René Descartes y Bolzano between others.
In the modern age, the Heuristic one he understands the method
that he leads to the solution of problems, especially the mental,
useful operations in this process; nowadays with the spreading
of the innumerable IT tools it becomes necessary to incorporate
the technological component that complements the development
and the search of solutions to the mathematical problems and
of this one it forms to improve the logical mathematical thought.

Keywords: Heuristic, exposition and solution of mathematical
problems, IT tools, logical mathematical thought, Matlab.
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Introduccion

Desde sus origenes el hombre ha tenido la necesidad de la informacion,
Esta, que en principio, se recogia en forma oral con el surgimiento de la
escritura comenzd a almacenarse en medios que evolucionaron desde
la tablillas hasta el papel, pasando por los papiros y los pergaminos; se
puede decir que el tratamiento de la informacién es tan antigua como
el hombre y se ha ido potenciando y haciendo mas sofisticado con el
transcurso del tiempo hasta llegar a la era de la electrénica. El hombre
no ha parado a lo largo de la historia de crear maquinas y métodos para
procesar la informacion.

Para facilitar esta tarea, en especial en el mundo actual, donde la can-
tidad de informacion es demasiada surge la informatica y computacion;
el término informatica proviene de la union de las palabras informacion
y automatica; de forma general se puede decir que la informatica es
la ciencia 6 conjunto de conocimientos cientificos que permiten el tra-
tamiento automatico de la informacion por medio de computadoras;
ademas por informacién se entiende cualquier conjunto de simbolos
que representan hechos, objetos o ideas. El término computadora es
basicamente una maquina compuesta de una serie de circuitos electro-
nicos que es capaz de recoger unos datos de entrada, efectuar con ellos
unos calculos, operaciones logicas y operaciones aritméticas y devolver
los datos o informacién resultante a través de algun medio de salida.

En la actualidad, el mundo vive una revolucién tecnoldgica, razén por
la cual el numero de conocimientos culturales, técnicos, teorias y ha-
bilidades estratégicas aumentan de manera rapida, lo anterior pone en
evidencia el gran reto que tiene la educacién en evolucionar a la par con
la tecnologia, y lograr incorporar nuevas estrategias de ensefanza, que
puedan ser articuladas con los modernos descubrimientos cientificos
y las nuevas tecnologias de la informacion y la comunicacion; lo que
exige al estudiante aprovechar los adelantos y nuevas tecnologias para
su proceso de formacion profesional.

El presente articulo presenta una estrategia de aprendizaje en la reso-
lucién de problemas matematicos, sefialando como se puede emplear
un apoyo informatico en la solucién y construccién de graficas en dife-
rentes dimensiones.

Existen algunos software que se pueden emplear en la ensefianza y
solucion de problemas matematicos, como Matlab, un lenguaje de alto
rendimiento que puede ser empleado para ejecutar calculo numérico,
grafico y simbdlico de forma rapida y precisa, acompafiado de carac-
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teristicas y de visualizacién avanzadas aptas para el trabajo cientifico
y de ingenieria.

1. Estrategias de aprendizaje

El aprendizaje estratégico es definido como aquel conjunto de pro-
cesos cognitivos que ocurren cuando el estudiante intenta aprender
y se enfrenta con situaciones, que le exigen una reflexion profunda y
analitica en la resolucion de un problema o en la determinacién de un
camino, para buscar y encontrar soluciones a un problema determina-
do. Estas estrategias, de acuerdo con Weinstein y Mayer (1986, 315)
van desde las simples habilidades de estudio (como el subrayado de
la idea principal), hasta los procesos de pensamiento complejo (como
el de usar las analogias para relacionar el conocimiento previo con la
nueva informacion).

Este tipo de aprendizaje requiere de la actuacion estratégica, la cual
implica que el estudiante tenga la habilidad y capacidad de ajustar su
comportamiento a las exigencias de una actividad o una tarea especi-
fica, que exige complementariamente la:

- Reflexion consciente sobre los objetivos que persigue la tarea.

- Planificacién de lo que se debe hacer y como se llevara a cabo.

- Disposicion de los recursos para efectuar la tarea.

- Realizacion de la tarea o actividad a desarrollar.

- Evaluacion de la actuacion.

- Acumulacién de informacién sobre la posibilidad de transferencia del
conocimiento adquirido y de utilizacion de estrategias, evaluando los
beneficios.

La estrategia de aprendizaje se considera como una accion o activi-
dad de reflexidon que le permite al estudiante elegir, coordinar y aplicar
procedimientos ya consolidados en su mente, para conseguir un fin
relacionado con su aprendizaje.

Ahora bien, todas las personas emplean estrategias de aprendizaje al
momento de estudiar o asumir situaciones cotidianas, pero no todas,
son conscientes de que las estan usando y por lo tanto no son eficaces
al emplearlas. La estrategia como una accion mental, exige una repre-
sentacién interna del problema; la representacion, a su vez, significa
comprender el problema desde el inicio hasta el final, establecer las
variables que intervienen en el problema y crear una imagen mental del
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enunciado. Para efectuar una representacion del problema o situacion,
se requiere como minimo lo siguiente:

- Leer de manera comprensiva y detenida el problema en cuestién,
esto significa que se pueda establecer de manera precisa toda la
informacion solicitada en el problema, al igual que se pueda identificar
sin ningun tipo de confusion la informacion previa que suministra el
problema.

- Hacer graficas, que permitan comprender el enunciado y las relacio-
nes existentes y faciliten la representacion mental.

- Poner la informacién suministrada sobre el esquema y la informa-
cion requerida con el firme propésito de facilitar la comprensién del
problema.

La lectura comprensiva es, sin duda alguna, la capacidad mas impor-
tante que cualquier estudiante debe adquirir y desarrollar a lo largo de
su vida académica, para lo cual es imperioso que se tenga un amplio
bagaje de conceptos y palabras que rodea la tematica en cuestion;
ademas, es muy importante tener presente el significado de todas y
cada una de las palabras del contexto en el cual se encuentren.

1.1 Clasificacién de las estrategias

Existe una gran diversidad de opiniones al momento de categorizar las
estrategias de aprendizaje, pero suele haber una gran coincidencia entre
muchos autores, segun Pintrich y De Groot (1990, 35-48), establecen
tres grandes clases de categorias: cognitivas, metacognitivas, y de
manejo de recursos.

1.1.1 Estrategias cognitivas. Hacen referencia a la integracion del
nuevo material con el conocimiento previo, la mayor parte de las es-
trategias incluidas en esta categoria son seleccion, organizacion y ela-
boracion de la informacién; que constituyen las condiciones cognitivas
del aprendizaje significativo, de acuerdo con Mayer (1992,23-40), quien
define el aprendizaje como un proceso en el que el aprendiz se implica
en seleccionar informacién relevante, organizarla de modo coherente,
e integrarla en la estructura de conocimientos ya existente.

1.1.2 Estrategias metacognitivas. Hacen referencia a la planifica-
cion, control y evaluacién por parte de los estudiantes de su propia
cognicion, conformando un conjunto de estrategias que permiten el
conocimiento de los procesos mentales, asi como el control y regu-
lacion de los mismos, con el objetivo de lograr determinadas metas
de aprendizaje.
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El conocimiento metacognitivo, afirma Flavell (1987, 21-29), requiere
conciencia y conocimiento de variables de la persona (la conciencia y
el conocimiento que tiene el sujeto de si mismo y de sus capacidades
y limitaciones cognitivas). Para Kurtz (1990, 35), la metacognicién re-
gula de dos formas el uso eficaz de estrategias: - en primer lugar, para
que un individuo pueda poner en practica una estrategia, antes debe
tener conocimiento de estrategias especificas y saber cdmo, cuando
y por que debe usarlas (por ejemplo, conocer las técnicas de repaso,
subrayado, resumen, etc., y saber cuando conviene utilizarlas), y - en
segundo lugar, mediante su funcion auto-reguladora, la metacognicion
hace posible observar la eficacia de las estrategias elegidas y cambiarlas
segun las demandas de la tarea.

1.1.3 Estrategias de manejo de recursos. Incluyen diferentes tipos de
apoyo que contribuyen a que la resolucion de la tarea se lleve a buen
término, como lo afirman Gonzalez y Tourén (1992, 56-61). Tienen como
finalidad sensibilizar al estudiante con lo que va a aprender; e integra
tres ambitos: la motivacion, las actitudes y el afecto. La importancia de
los componentes afectivo-motivacionales en la conducta estratégica
es puesta de manifiesto por la mayor parte de los autores que trabajan
en este campo. Se coincide en afirmar que los motivos, intenciones y
metas de los estudiantes determinan en gran medida las estrategias
especificas que utilizan en tareas de aprendizaje particulares, por lo que
la motivacion es un componente necesario de la conducta estratégica y
un requisito previo para emplear estrategias. Lo anterior indica que los
estudiantes suelen disponer de una serie de estrategias para mejorar
el aprendizaje, aunque la puesta en marcha de éstas depende, entre
otros factores, de las metas que persigue el alumno, referidas tanto al
tipo de metas académicas (p ej; metas de aprendizaje-metas de ren-
dimiento), como a los propédsitos e intenciones que guian su conducta
ante una tarea de aprendizaje en particular.

De este modo, parece que no es suficiente con disponer de las estra-
tegias de aprendizaje adecuadas; es necesario saber como, cuando, y
por que emplearlas para saber controlar su mayor o menor eficacia, asi
como modificarlas en funcién de las demandas de la tarea. Por tanto,
el conocimiento estratégico requiere saber qué estrategias son nece-
sarias para realizar una tarea, saber como y cuando utilizarlas; pero,
ademas, es preciso que los estudiantes tengan una posicion favorable
y estén motivados, tanto para ponerlas en marcha como para regular,
controlar y reflexionar sobre las diferentes decisiones que deben tomar
en el momento de enfrentarse a la resolucion de esa tarea.
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Symons et. al (1989, 16-30) expresan que «un pensador competente
analiza la situacion de la tarea para determinar las estrategias que se-
rian apropiadas. A continuacion, se va formando un plan para ejecutar
las estrategias y para controlar el progreso durante la ejecucion. En
el caso de dificultades, las estrategias ineficaces son abandonadas
a favor de otras mas adecuadas. Estos procesos son apoyados por
creencias motivacionales apropiadas y por una tendencia general a
pensar estratégicamente».

Por consiguiente, cuando se aborda el tema de las estrategias de
aprendizaje no puede quedar reducido al analisis y puesta en marcha
de determinados recursos cognitivos que favorecen el aprendizaje; ade-
mas, es preciso recurrir a los aspectos motivacionales y disposiciones
que son los que, en ultimo término, condicionan la puesta en marcha
de dichas estrategias. Aunque para realizar un 6ptimo aprendizaje sea
necesario saber cdmo hacerlo y poder hacerlo, o que requiere ciertas
capacidades, conocimientos, estrategias, etc.; también se precisa de
una disposicién favorable por parte del estudiante para poner en fun-
cionamiento todos los recursos mentales disponibles que contribuyan
a un aprendizaje eficaz.

2. Estrategia para la resoluciéon
de problemas matematicos

En el area de las ciencias exactas, es muy usual escuchar la formu-
lacion de la siguiente pregunta: Existe algun método para resolver
problemas? La respuesta mas sensata a dicho interrogante es: Si
hubiera un método que pudiera emplearse con igual eficacia para re-
solver cualquier tipo de problema, lo mas seguro es que no habria en
las matematicas tantos interrogantes no resueltos?, a pesar del tiempo
y esfuerzo invertido.

Existe, sin embargo, una ciencia llamada Heuristica, que antiguamente
tenia por objeto el estudio de las reglas y los métodos del descubri-
miento y de la invencién, y a cuyo desarrollo contribuyeron eminentes
personajes de la ciencia tales como Leibniz, Descartes y Bolzano. Mo-
dernamente, la Heuristica trata de comprender el método que conduce
a la solucion de problemas, en particular las operaciones mentales
tipicamente utiles en éste proceso.

2 Un ejemplo es el problema de determinar si es verdadera o falsa la conjetura de Goldbach,
planteado a mediados del siglo XVIII, segun la cual todo nimero par mayor que dos es la
suma de dos numeros primos.
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Una de las personas que mas ha contribuido al desarrollo de la Heuris-
tica moderna es Polya?, quien en 1945, publicé su libro How to solve
it (Como resolverlo), el cual continda siendo un verdadero paradigma
mas de sesenta afos después de su publicacion. En sus estudios, es-
tuvo muy interesado en el proceso del descubrimiento, o cémo es que
se derivan los resultados matematicos; advirtid que para entender una
teoria, se debe conocer como fue descubierta, por lo que su ensefianza
enfatiza en el proceso de descubrimiento aun mas que simplemente
desarrollar ejercicios apropiados.

2.1 Método de los cuatro pasos de Polya

Se ha generalizado el método en los siguientes cuatro pasos (Com-
prender el problema, Configurar o concebir un plan, Ejecutar el plan
y, Vision retrospectiva), enfocado en la resolucion de problemas ma-
tematicos. En este momento, es importante sefalar alguna distincion
existente entre ejercicio y problema: Para resolver un ejercicio, se
aplica un procedimiento rutinario que lo lleva a una respuesta, en
tanto, para resolver un problema, se hace una pausa, se reflexiona
y se ejecutan pasos originales que no se habian ensayado antes
para dar la respuesta; esta caracteristica de dar una especie de
paso creativo en la solucion, no importa que tan pequefio sea, es
lo que distingue un problema de un ejercicio. Sin embargo, es pru-
dente aclarar que esta distincion no es absoluta, sino que depende
en gran medida del estado mental de la persona que se enfrenta a
ofrecer una solucion.

Hacer ejercicios es muy valioso en el aprendizaje de las matematicas
puesto que ayuda a aprender conceptos, propiedades y procedimien-
tos los cuales pueden ser aplicados cuando se necesite resolver un
determinado problema.

3 George Polya (1888-1985), matematico hungaro, Doctorado en la Uni-

versidad de Budapest quien en su disertacion de grado abordd temas de
probabilidad. Fue maestro en el Instituto Tecnoldgico Federal en Zurich,
Suiza. En 1940 llegé a la Universidad de Brown en EE UU y paso a la
Universidad de Stanford en 1942.
Las aportaciones de Polya incluyen mas de 250 documentos matematicos
y tres libros que promueven un acercamiento al conocimiento y desarrollo
de estrategias en la solucion de problemas. Su famoso libro Cémo plantear
y resolver problemas, que se ha traducido a mas de 15 idiomas, introduce
su método de cuatro pasos junto con la heuristica y estrategias especificas
utiles en la solucion de problemas.
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2.1.1 Comprender el problema. El primer paso pone de manifiesto
una caracteristica esencial a los problemas: en todo problema se
proporciona una informacién o un conjunto de datos, se requiere otra
informacion que puede ser, por ejemplo, el valor de algunas incognitas,
la demostracion de una proposicidn o la construccidén de algun objeto;
algo importante se podria poner de manifiesto con relacion a los pasos
resefiados por Polya y es lo concerniente a cual es la simbologia mas
eficiente para representar la informacion al problema; la comprension
del problema implica que se tenga con absoluta certeza el conocimiento
de toda la informacion de entrada, las variables que se deben encontrar
y la informacién proporcionada en el problema a resolver.

2.1.2 Concebir o configurar un plan. El segundo paso, la concep-
cion de un plan de solucion, se facilita cuando se posee la simbologia
adecuada, ya que ésta, bien empleada, permite convertir el problema,
que puede ser de cualquier naturaleza, en un problema de naturaleza
matematica que en muchos casos se reduce, por ejemplo, a encontrar
soluciones a una ecuacion o a realizar algun tipo de calculo; se puede
usar en éste paso algunas estrategias tales como hacer una figura
representativa del problema.

2.1.3 Ejecucién del plan. El tercer paso consiste en resolver el pro-
blema matematico que se obtiene con el resultado del segundo pasoy
que requiere la habilidad operativa adquirida en cursos basicos de las
ciencias basicas.

Implementar la 6 las estrategias que se han elegido hasta solucionar
completamente el problema o hasta que la misma accion sugiera tomar
un NUevVo Curso.

Conceder un tiempo suficiente y razonable para resolver el problema.
si no hay éxito en la solucién se puede solicitar una sugerencia.

No hay que temer de empezar nuevamente; suele acontecer que un
comienzo fresco 6 una nueva estrategia conducen al éxito.

2.1.4 Visién retrospectiva. «Aun los buenos alumnos, una vez que han
obtenido la solucion y expuesto claramente el razonamiento, tienden a
cerrar sus cuadernos y a dedicarse a otra cosa. Al proceder asi omiten
una fase importante y muy instructiva del trabajo. Reconsiderando la
solucién, reexaminando el resultado y el camino que les condujo a
ella, podrian consolidar sus conocimientos y desarrollar sus aptitudes
para resolver problemas. Un buen profesor debe comprender y hacer
comprender a sus alumnos que ningun problema puede considerarse
completamente terminado. Siempre queda algo por hacer; mediante
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un estudio cuidadoso y una cierta concentracion, se puede mejorar
cualquier solucion, y en todo caso, siempre podremos mejorar nuestra
comprension de la soluciony (Polya, 1979, 23-29). En términos gene-
rales la resolucion de un problema se puede esquematizar como se
indica en la figura 1.

Légica

.| Flaneacion

Geometria

i

Resolucién
de
preblemas

Teoria de

Juegos

i e

Pasos pararesolver Areas
abordadas

Problemas

Figura 1. Esquema de la Resolucion de problemas (Ortiz, et al 2008, 15)

2.2 Aplicacion de los cuatro pasos a un
problema matematico especifico

Al salir de compras de una tienda de modas, llevaba en el monedero
unos 15 euros en monedas de 1 euro y monedas de 20 céntimos de
euro. Al regresar, traia tantos euros como monedas de 20 céntimos
tenia al comienzo, y tantas monedas de 20 céntimos de euro como
monedas de euro tenia antes. En el monedero quedaba un tercio del
dinero que llevaba al salir de compras. ¢ Qué cuantia alcanzaron las
compras?

2.2.1 Comprender el problema (asimilacién). Se resumen en la tabla
1, a través de un lenguaje semiformal, las condiciones proporcionadas
por el problema, en las cuales los datos se hallan de manera implicita.

En la primera condicién se emplea el simbolo de igualdad aproximada
habida cuenta que no se especifica exactamente la cantidad total inicial
de dinero. A partir de la informacion del problema se desprende que la
informacion requerida es el precio de compras.
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Tabla 1. Tabla de asimilacion

Condicion

Total Inicial de dinero =15 euros  (aproximadamente igual a 15 euros)
Cantidad final de monedas de 1 euro = Cantidad inicial de monedas de 20 céntimos de euro

Cantidad final de monedas de 20 céntimos = Cantidad inicial de monedas de 1 euro.

Total final de dinero = 1/3 ( Total inicial de dinero)

2.2.2 Concebir o configurar un plan. Para convertir la informacion
anterior a un lenguaje simbdlico se puede introducir la siguiente sim-
bologia, la tabla 2 muestra las variables involucradas en el problema.

Tabla 2. Descripcion de las variables

Simbolo Descripcion
T Total inicial de dinero en centimos.
T, Total final de dinero en céntimos.
F Cantidad inicial de monedas de 1 euro.
F, Cantidad final de monedas de 1 euro.
C Cantidad inicial de monedas de 20 céntimos de euro.
C, Cantidad final de monedas de 20 céntimos de euro.
P Precio de las compras.

Las unidades empleadas para la resolucién del problema son los cénti-
mos. El uso de la unidad comun para las incégnitas evita tener que usar
simbolos de unidad en las ecuaciones; las condiciones del problema se
pueden traducir de la manera siguiente a la forma simbdlica:

T; ~ 1500
Fr-Ci
Cr-F,

Tr = T,

Dado que aun no se evidencia la relacion entre la incognita a resolver y
los datos dados, es preciso que se agregue, con una clara justificacion,
algunas hipoétesis minimas, segun lo muestra la tabla 3:

Tabla 3. Hipétesis y Justificacion

item Hipotesis Justificacion
1 T=T.p El valor que queda después de la compra es igual a lo que se tenia antes
i de la compra menos el precio de la misma
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item Hipotesis Justificacion

_ Cada moneda de un euro contribuye con 100 céntimos al total inicial de
2 T.=100F +20C. . o o
I i i dinero y cada moneda de veinte céntimos con 20 céntimos

3 T= 100F +20C Cada moneda de un euro contribuye con 100 céntimos al total final de dinero
I 77275y cada moneda de veinte céntimos con 20 céntimos.

Con lo anterior, se puede resolver un sistema de ecuaciones con las
ecuaciones contenidas en las hipdtesis y con las ecuaciones descritas
formalmente en las condiciones.

2.2.3 Ejecutar el plan. Observando las condiciones y las hipétesis en
busca de relaciones entre ellas, no es dificil darnos cuenta de que si
se combinan la condicidn 4, con las hipodtesis 2 y 3, se puede obtener
la ecuacion:

Ty = (1/3)T;
Luego: 100F; + 20C; = 3(100F; + 20C;)
40F; = 300C; — 20C;
F, = 7C

De la ecuacion anterior se halla el valor de ; se podria conocer de
manera inmediata el valor correspondiente de ', T, F,C,T, P;pero
jcual es la manera mas apropiada de encontrar el valor de C.? El valor
de T puede expresarse en términos de C, por lo tanto sustituyendo F,
por 7C. en la hipdtesis 2, se obtiene:

T=100(7C, )+20C=720C,

Esta ecuacion muestra que 7}y C, son directamente proporcionales, es
decir, el primero aumente a medida que lo hace el segundo. Y dado que
el valor de C, debe ser un valor entero positivo, con la tabla siguiente se
puede conocer qué tan cerca puede estar T, de 1500, (tabla 4).

Tabla 4. Resultados finales

Variables Valores
C; 1 2 3
T: 720 1440 2160

L

De lo anterior se desprende que de todos los posibles valores de T el
mas cercano a 1500 es 1440 y se obtiene con un valor de C;=2, Con la
ayuda de la ecuacion F=7 C, se obtiene que F=2y que C=I4, con lo
cual, segun la hipodtesis 3Tf=480,.De aqui se obtiene finalmente, segun
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la hipétesis 1, la solucién para P=960 céntimos, que corresponden
exactamente a 9 euros y 60 céntimos.

2.2.4 Vision retrospectiva (reflexion). Deben considerarse las si-
guientes premisas:

- Las referencias reiteradas a las condiciones y a las hipétesis en la
solucion revelan la importancia de una enumeracion de las mismas,
tal como se efectud en los pasos 1y 2, Asi sera mas facil seguir
referencias.

- La simbologia escogida fue adecuada, habida cuenta que, permitio
traducir al lenguaje matematico toda y cada una de la informacion
contenida en el problema y en las hipotesis que se agregaron; ade-
mas se pudo manipular de manera facil toda la informacioén y razonar
acerca de ella.

- Hay que tener en cuenta que un problema puede tener varias solu-
ciones, unas mejores que otras, y por eso es necesario desarrollar
criterios para escoger la mejor.

3. Ensenanza de la matematica
y computadora

Es un hecho que la computadora, y en general las TIC (Tecnologias
de la informacion y la comunicacion), son elementos que caracterizan
a la civilizacion moderna; y definen una sociedad que gradualmente
esta mas conectada a ellas. Estos cambios sociales imponen nuevas
formas de pensar y actuar, y en particular a quienes estan involu-
crados en procesos académicos, al punto de que la utilizacién de
los avances tecnoldgicos en el proceso de ensefianza-aprendizaje
exige la reestructuracion de los contenidos, métodos y medios de
ensefianza (los métodos de la didactica en general); unido a lo
anterior se presenta una creciente utilizacién de herramientas y
métodos matematicos en las investigaciones en todos los ambitos
del conocimiento, lo que exige una ardua preparacion y adquisiciéon
de conocimientos que permita integrarlas en forma efectiva al uso
de la computadora.

Las matematicas desempefian un importante papel en la vision del
mundo, en la forma como actualmente es la civilizacion tecnolégica.
La comunicacion esta hoy en dia mediatizada por las matematicas,
transmitida en forma digitalizada a lo largo de cables 6 fibras 6pticas. El
objetivo primordial de las matematicas basicas consiste en desarrollar
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en los estudiantes la habilidad de hacer razonamientos inteligentes con
informacion cuantitativa. Los conceptos, las técnicas y los principios
matematicos que establecen los modelos de los aspectos cuantitativos
de la experiencia son proporcionados por las estructuras de los sistemas
numeéricos, del algebra y de la medicidn, que han sido por largo tiempo
el punto central de los planes de estudio académicos.

Sin embargo, el advenimiento de las calculadoras electronicas y las
computadoras como herramienta de gran capacidad para represen-
tar y manipular informacion cuantitativa, ha puesto en entredicho las
prioridades tradicionales de la instruccion de estos temas. Hoy en dia,
no tiene sentido dedicar partes considerables de los planes de estudio
académicos a capacitar a los estudiantes en algoritmos aritméticos 6
algebraicos que pueden realizarse con rapidez y exactitud mediante
el uso de calculadoras. Calcular extensas sumas de cuadrados de
numeros reales manualmente no aumenta la comprension, tan solo en-
torpece la mente. La disponibilidad de poderosos auxiliares de calculo
ha llevado a un aumento significativo de la variedad de situaciones en
las que se aplica el razonamiento cuantitativo. En consecuencia, las
matematicas basicas deben brindar a los estudiantes la preparacion
para usar sus conocimientos acerca de los numeros, el algebra y la
medicion en formas flexibles y creativas, no sélo en calculos rutinarios
y predecibles.

La automatizacién de los calculos rutinarios permite que el estudiante
se concentre en otros aspectos de la solucidon de problemas, planear
un analisis adecuado, interpretar los resultados en un contexto y
hacer nuevas preguntas matematicas sugeridas por un ejercicio; por
todo lo anterior es evidente que la computadora, usada racionalmen-
te, puede convertirse en una valiosa herramienta para la ensefianza
de las matematicas universitarias, y no solamente desde la dptica
del calculo numérico, sino también para el calculo simbdlico. Len-
guajes de programacion, tales como Matematica, Maple, Matlab,
etc., tienen incorporadas una amplia variedad de herramientas de
calculo simbdlico, que permiten por ejemplo, realizar factorizaciones,
reunir términos semejantes, calcular limites de funciones, realizar
las operaciones matematicas basicas con funciones, calcular deriva-
das e integrales, y resolver analiticamente ecuaciones diferenciales
ordinarias y parciales.

Las herramientas numéricas y simbdlicas de tales lenguajes, puestas al
servicio de la ensefianza de las matematicas, pueden ayudar a cambiar
el modo como tal ciencia se ensefia actualmente.
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Sin lugar a dudas las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales son
un instrumento, mediante el cual el ingeniero y cientifico, emplean para
modelar fendmenos de la naturaleza; y que a través de un programa de
cémputo (como Matematica 6 Matlab) pueden dar cuenta de la mayoria
de las ecuaciones diferenciales ordinarias que se estudian en un curso
normal de tal asignatura. Existen otros métodos mediante los cuales
es posible estudiar las ecuaciones diferenciales: métodos cualitativos,
numeéricos y de aproximacion donde la computadora juega un papel
preponderante; por lo anterior se desprende que es siempre posible
emplear los recursos computacionales para desarrollar las capacidades
intelectuales de los estudiantes y hacer de las matematicas un tema
agradable y de gran interés.

Los siguientes ejemplos ponen de manifiesto e ilustran el gran poder de
los programas, tales como Matlab, para el uso de la computacion grafica,
simbdlica y numeérica en la ensefianza de las matematicas.

Ejemplo 1. Realizar un programa para calcular la superficie (area) de
un triangulo, donde se conocen las longitudes de sus lados a, b y c,
utilizando la férmula de Heron.

La formula de Herdn para el calculo de la superficie de un triangulo
esta dada por:

S=Vpp-a)p-b)p-o)
Donde son las longitudes de sus lados, es el semiperimetro definido por:
p=(a+b+c)/2

Al efectuar operaciones algebraicas, la ecuacion anterior puede ser
transformada a la forma siguiente:

q_\/(a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b)
T 4

Donde S representa el area del triangulo. El ejercicio se resolvera de
una manera computacional empleando el lenguaje de programacion
Matlab; para tal efecto es necesario escribir el archivo en el editor de
texto de Matlab para posteriormente correr el programa para cualquier
valor de las longitudes del triangulo. La figura 2 muestra el programa
escrito en un M-file (archivo script).
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e /gura 2. Programa
Fle Ede Tee Go Cell Tools Debug Desktsp Window Help
DEH A RBIC D - Aesi b -DOBRE B8 m o - A para hallar la super-
BE| - [+ [+ [x[@x]@ E ficie de un
1 AHERCH .
F 4 VEL programa Calculs la supsrficit 4Of uha Lilanguic conecides J ar aua ladom trla’ngu/o usando la
3 Amsdiante la formsula de MNERCH.
4 ‘dacdos lo3 tres ladocs A
5] [Esndive: formula de Herén
L} ka.b.c ! Longitud de los ladss del crianguls
= ele
a- clear
L] AVENTRADA DE LOS DATOS
10
11 - asinput {‘"m Digite el valor del lade ar'n'j
12 = BEimpuE (‘| m Digite sl valar dal lade B:in')
113 = e=input{’' . n Digite el valor del lads or . n")
14 ACALEULS DEL APEA
is
16 - a=agee { (a+bec) * (asb-g) * (Déc-a) * (cea-b) )/ 42
e
10 ASALIDA DE DATOS
1s - displayia)
= - displayib}
1 - displayic)
iz - display(‘el area suporficial e® : °)
3 - displayi{=}
4
3 AFIN DEL FRPOGRANA MERCH
=
Fal
s

Matlab es una poderosa herramienta para la construccion de graficas
en el plano cartesiano al igual que en el espacio tridimensional; el
siguiente ejemplo permite visualizar como el mencionado programa
realiza graficas en el plano polar.

Ejemplo 2. Dibujar la curva de la ecuacion r=1+cosw, para 0 = w < 2m;
Las instrucciones en Matlab para la construccion de la grafica son las
siguientes:
» w = linspace(0,2 * pi);
»>r=1+4cos(w);
> polar(w, 1)

Pulsando Enter se abre una ventana grafica que muestra la figura 3.

Figura 3.Cardioide
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El proximo ejemplo proporciona las instrucciones que se ejecutan para
la construccién de curvas en el espacio.

Ejemplo 3. Dibujar la curva de las ecuaciones paramétricas:
xX=cost
y=sent
z=t
Para todo valor de t € [0.27], Matlab emplea el comando Plot3 6 el co-
mando ezPlot3.

Con Plot3: Las siguientes instrucciones permiten visualizar la grafica
de la funcién escrita en forma paramétrica
>> t=linspace(0.6 * pi,150),
>> plot3( cos(t),sin(t),t)
grid on
Al pulsar la tecla Enter en la ventana de comandos de Matlab se ob-

tiene la curva parametrizada en el espacio tridimensional, presentada
en la figura 4.

Figura 4. Curva Paramétrica (Hélice)
Con ezPlot: la instruccion es: >> ezPlot3 (‘cos(t)’ ,’sin(t)’,t’,[0.6*pi])

Cuando se tienen curvas escritas en forma paramétrica una manera de
representar vectores tangentes a la curva es la siguiente:
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x = cost
y = sent (Curva Parameétrica)
z=1
>>t = linspace(0, pi, 30);
>>plot(cos(t), sin(t))
>>hold on
>>t = linspace(0,pi, 10);

>>quiver(cos(t),sin(t),—sin(t),cos(t))

Pulsando Enter en la ventana de comandos de Matlab se obtiene la

figura 5.

Para dibujar superficies en el espacio con ecuaciones generales z=f{x,y)
se empiezan a definir los correspondientes intervalos para las variables
independientes X, y; tal y como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4. Dibujar la superficie z = f(x,y) = /x? + y? en el dominio

[-3,3]x[-3,3]

La superficie corresponde a un cono y se dibuja a partir de las siguientes

instrucciones:

>>|x,yv] = meshgrid(—3:.1:3,—3:.1: 3);

>>z = sqrt (x."2+y."2)

>>surf(x,y,2)

2 T T - %\ \I
i - %ﬁkx\
i - A
D6 - 'é_/f'_ﬁ//;/ \\\
/ \\\}1
bal- i
P2 ‘éf'/’ a’/ \
- l.r/
/
; vV

!
45 [ [ 1

Figura 5.

La superficie engendrada al teclear Enter se muestra en la figura 6.

i

Vectores Tangentes a la Curva




Centro de Investigaciones y Desarrollo - Facultad de Ciencias e Ingenieria

Figura 6. Z = sqrt (x."2+y."2)

Ejemplo 5. Construir la grafica y las curvas de nivel (trazas) de la
superficie

z=f(x,y) = sen(yJx? + y2)[\/x* + y2 + 0.1
La construccién de la grafica en el espacio tridimensional se efectua
con las instrucciones mencionadas con anterioridad, es decir:
>> [X,Y] = meshgrid (-10:0.5:10)
Z=sin (sqrt (X."2+Y"2))./sqrt (X."2+Y."2+0.1);
mesh(X,Y,Z)
surf(X,Y.z)
La superficie en las variables independientes aparece en la figura 7.

L)

Figura 7. z = f(x,y) = sen(y/x2 + y2)A/x% + y2 + 0.1
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Al dibujar la superficie z= f(x,y) se pueden construir las curvas de nivel
en el plano z; la manera de proceder es:

hold on
contour(X,Y,Z[C1,C2,C3])

Y aparecen las curvas de nivel f(x,y)=Ci; para i=1,2,3,4,5.......... n

En el ejemplo que se considera la instruccion para lineas de contorno
(Figura 8) es: >> contour(X,Y,Z)

Ejemplo 6. Dibujar una superficie plana en el primer octante paralela
al plano z=0.

En el primer octante una superficie plana paralela es el plano z=3,
por consiguiente la superficie puede obtenerse de la siguiente forma
(Figura 9):

>>: [X,y] = meshgrid (-4:.1:4,-4:.1:4),
[m,n] = size(x), z=3 * ones (m,n);

surf (x,,2)

Figura 8.
Curvas de Nivel |5

Figura 9.
Superficie Plana 3
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4. Conclusiones

La computadora, y en general las tecnologias de la informacién y
comunicacion, proponen cambios revolucionarios en la investiga-
cion de tal manera que contribuyan a la ensefanza y desarrollo del
pensamiento.

En su papel como estimulador y facilitador del aprendizaje el docente
de matematicas debe de ser promotor del uso correcto y sistematico
de la computadora y todas las nuevas tecnologias de la informacion
y comunicacion.

Todas las personas encargadas de trasmitir el conocimiento, en
particular los docentes de matematica, no pueden dejar de asumir e
integrar la computadora y los medios modernos de la comunicacion
e informacion en todas sus competencias para mejorar los procesos
de ensenanza.

El docente universitario de hoy esta involucrado por la evolucion
de la informacion y las nuevas tecnologias de la ensefianza de
las matematicas; razén por el cual debe incorporar las diferentes
morfologias de la informacion tales como la imagen, sonido, texto,
computacion grafica, computacion simbdlica, computacion numérica,
etc., como una herramienta eficaz en la ensefianza y desarrollo del
pensamiento en estudiantes.

El uso de estrategias y métodos heuristicos empleados en la com-
prensién, planteamiento y desarrollo de problemas matematicos
al igual que su correspondiente articulacion con un componente
informatico, permite que el estudiante adquiera y desarrolle la habi-
lidad para interiorizar, reflexionar y comprender mejor los problemas
matematicos.
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